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Algebra I1I. Examen III

Ejercicio 1. Sea f = (2* — 2)(22 — 3) € Q[z] y K el cuerpo de descomposicién de
I

a) Comprobar que i + /3 € K.
b) Calcular [K : Q).

Ejercicio 2. Sea f = 2® — 3z + 1 € Q[z] siendo « una raiz real de f. Probar que el
cuerpo de descomposicién de f sobre Q es Q(a).

Ejercicio 3. Sea F' un cuerpo con car(F) = 3 y con un elemento a € F con
F =TFs(a) con a* +a—1=0.
a) Describir Aut(F) y evaluarlos en a.
b) Calcular el cardinal de F3(a?).

Ejercicio 4. Responda razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas.

a) Si F < E< Kcon F<FEyFE <K extensiones de Galois, entonces F' < K
es de Galois.

b) Si z € C tiene grado 4 sobre Q entonces z es construible.
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Solucion.

Ejercicio 1. Sea f = (z* — 2)(2? — 3) € Q[z] y K el cuerpo de descomposicién de
f:

a) Comprobar que i + /3 € K.

Las raices de f son £v/3,wFv/2 para k =0,1,2 y donde w es una raiz ctbica
primitiva de la unidad. Podemos tomar por ejemplo:

27 _1 \/g

w=er =iy

Por lo que K =Q (\/g, V2, w2, w2\3/§). Vemos que:

w\3/§ 3
wW=——E¢ (\/5, w>

7 Q

Por lo que K =Q (\/3, 2, w). Maés aun, vemos que:

K= (V3,v2,i)

Ya que:

Q) w=F+iP €Q(V3,V2i).

2) i= 2 (w+1) €Q(V3 V2,u).

Con esta descripcion de K es claro que:

z’+\/§eK:@<\/§,€/§,¢>
b) Calcular [K : Q]. Por el Lema de la Torre tenemos que:
(K :Q] = [K@<\/§’\3/§)] [@(ﬁ,%) :Q]
donde:
. [K :Q (\/g, \3/5)} =2vyaquez?+1¢cQ (\/3, \3/5) [z] es un polinomio

irreducible por ser sus dos raices complejas.
» Comprobamos ahora que [Q (\/g, \3/5) : Q] = 6, ya que el Lema de la

Torre nos permite escribir:
@ (v3,v2) 0] = [o(v3,¥2) :(v3)] [e(v5) : q
donde:

. [Q (\/5, \3/5) :Q (\/g)} < 3 ya que v/2 es rafz de 2° — 2.
e [Q(V3):Q] =2, yaqueIrr (v3,Q) = 22— 3, que es irreducible por

Eisenstein para p = 3.
Deducimos por tanto que [@ (\/3, \3/5) : Q] < 6 y es multiplo de 2.
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Aplicando el Lema de la Torre en sentido opuesto y usando que 23 — 2 es
irreducible en Q[x] para p = 2 por Eisenstein vemos que [Q (\/g, \3/5) : Q}
es miultiplo de 3 también, por lo que no queda mas salida que:

[Q(\ﬁ,%) :Q] =6
Asi, tenemos que:

K :Q| = [K@(ﬁ\/iﬂ [Q(ﬁﬁ)@} —2.6=12

Ejercicio 2. Sea f = 2® — 3z + 1 € Q[z] siendo « una raiz real de f. Probar que el
cuerpo de descomposicién de f sobre Q es Q(a).

Vemos que f es irreducible en Q[z] por ser de grado 3 y no tener raices en Q, ya
que las tnicas posibles raices de f en Q son +1 y ninguna de ellas es raiz:

Sea K el cuerpo de descomposicién de f, como car(K) = 0 vemos que Q < K es
de Galois y si consideramos G = Autp(K) el grupo de Galois de f vemos que G es
un “subgrupo” de S3 que actia de forma transitiva sobre las raices de f (por ser f
irreducible), por lo que G = S5 6 G = Ajz. Si calculamos:

Disc(f) = —4p® —27¢*> =4-3* —27=4.27-27=3.27 =381

Vemos que 81 = 3%, de donde A(f) = v/81 = 3 =9 € Q. Asi, vemos que “G < A3”,
por lo que |G| = 3. Asi, tenemos que:

K :F]=|G|=3

Como « es unaraiz de f tenemos claramente que Q < Q(a) < K, ycomo [K : F] =3
tenemos por el Lema de la Torre que bien Q(a) = Q o bien Q(«) = K. Como
f =Trr(a, Q) tenemos por tanto que [Q(«) : Q] = 3, por lo que la tinica posibilidad
es K = Q(a).

Ejercicio 3. Sea F' un cuerpo con car(F') = 3 y con un elemento a € F con
F =TFs3(a) con a* +a—1=0.

a) Describir Aut(F) y evaluarlos en a?.

Sea f = '+ x — 1 € F3[z], vemos que [ es irreducible en F3[z], pues:

= No tiene raices en Fj:

Por lo que no tiene factores de grado 1 ni de grado 3.
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= Podria tener factores de grado 2. Para ello, calculamos primero los poli-
nomios ménicos irreducibles de grado 2 en F3[z]. Sabemos que:
¥ —x =1 — x € F3[a]

factoriza como todos y cada uno de los polinomios moénicos irreducibles
de grados 1 y 2, de grado 1 hay 3, por lo que de grado 2 hay % = 3.
Buscando entre todos los polinomios de grado 2 que parecen no tener
raices, encontramos que estos son:

2241, 224242, 2242042
Veamos si alguno de estos divide a f:
e r—1=(@+D)(@*+2) +2
trr—1=@+2+2)(@* +224+2) +x+1
Vemos en este tltimo caso que tampoco es divisible entre 2% + 2z + 2,

por lo que f no tiene factores de grado 2.

Como f es irreducible, vemos que Irr(a,F3) = f, por lo que:
[Fg(a) : Fg] =4

y tenemos por tanto que {1,a,a? a®} es una Fz—base de F. En vista de esto
ultimo y de la extensién Fs < F3(a), vemos que Aut(F') es un grupo ciclico de
orden 4, que estara generado por el automorfismo de Frobenius de la extensién
F3 < Fs(a), que es 7 : F3(a) — F3(a) determinado por:

7(a) = a®

Elevando 7 a 2 y 3 obtenemos todos los automorfismos. En definitiva, tenemos
que:
Aut(F) = {Tl, 73, T9, 7'27}

donde 7; viene dado por 7;(a) = o/, para j € {1,3,9,27}. Si evaluamos cada
uno de ellos en a? teniendo en cuenta que:

at+a—-1=0 <= a'=1-a
Vemos que:
m(a*) =a
m3(a®) = (a®)’ = a® = a>(1 — a) = a® — &
To(a®) = (a2)9 =a'® = a2(a4)4 —a*(1—a)'=a®(1—a—d® +a)
=a’—ad*—ad°+d*=0a*>—-a*—a(l —a)+a*(1 —a)
a*—a*—a+a*+a®—a=ad+2a
(@ = (a'®)’ = (¢® + 20)" = o® + 247 + @ + 243
=a(l—a)® +2a*(1 —a) + a(l — a) + 24°
:a7%f+ﬂg+%ﬁ—&f+@ﬂf+2f
=2a+2a* — 2a* = 2a +2a* — 2(1 —a) = 2a +2a* — 2 + 2a
= —2+a+2d°

7'27(CL2>
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b)

Calcular el cardinal de F3(a?).

Como a* € F3(a) vemos claramente que F3 < F3(a?) < F3(a) con todas las ex-
tensiones de Galois por ser cuerpos finitos, por lo que esta subextensién debe
corresponderse por la conexién de Galois con un subgrupo de Aut(F), con-
cretamente con Autg,2)(F3(a)). Sin embargo, en el apartado anterior hemos
visto que ningtin elemento de Aut(F3(a)) distinto de 7, = id deja fijo a?, por
lo que tiene que ser:

Autp, @2)(Fs(a)) = {71}

de donde F3(a?) = F3(a), y tenemos por tanto que:

IF3(a?)| = [Fs(a)] 2 3* = 81

donde en (%) usamos que [F3(a) : F3] = 4.

Ejercicio 4. Responda razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas.

a)

Si F<E<Kcon FF<EyFE <K extensiones de Galois, entonces F' < K
es de Galois.

Es falsa, si consideramos Q < Q (\/5) <Q ({4/5), tenemos que Q < Q (\/5) es
de Galois por ser Q (\/5) el cuerpo de descomposicion sobre @Q del polinomio
2?2 — 2, que Q (\/5) <Q ({4/§) es de Galois por ser QQ (\4/5) cuerpo de des-
composicién de z% — V2 sobre Q (\/5) yQ<Q (\4/5) no es de Galois, pues el
polinomo 2% — 2 € Q[z] es irreducible por Eisenstein para p = 2 y sus raices
son £v/2, +iv/2, vemos que algunas estdn en Q (\4/5) y otras no, con lo que
Q<Q (\4/5) no puede ser una extension de Galois, al no ser si quiera una
extension normal.

Si z € C tiene grado 4 sobre QQ entonces z es construible.

Es falsa, pensamos en buscar un polinomio de grado 4 irreducible en Q[z]
para asi obtener un elemento de grado 4 como una raiz suya. Para ello, como
hemos de buscar un polinomio de grado 4 que sea irreducible, lo escogemos
bien pensando en el criterio de reduccién para p = 2, en Fy[x], sabemos que el
polinomio z* + 2% +1 = (2® + = + 1)2 no es irreducible y que los polinomios:

41, 4341

s{ que lo son. Tomamos pues f = z* + z + 1 € Q[z], que sabemos que es
irreducible por el criterio de reduccién para p = 2. Buscamos calcular su
grupo de Galois. Como f es irreducible sabemos que su grupo de Galois sera
isomorfo a Cy4,V, Dy, Ay 0 Sy. Para ello, en vista de que f es una cuartica
reducida, buscamos su resolvente cubica, que aplicando la féormula vista en
teoria, sabemos que es (para 2t + pa? + qr + T):

g=a>+2pr* + (p* —dr)x — ¢ =2° — 4o — 1
Sabemos ya calcular el discriminante de f:

Disc(f) = Disc(g) = —4p® — 27¢* = 4- 43 — 27 = 4* — 27 = 256 — 27 = 229
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Como 229 es primo, vemos que /229 ¢ Q, por lo que G (el grupo de Galois
de f) no puede ser isomorfo a A4 ni a V. Vemos que g es irreducible en Q[z],
por no tener raices en Q y que su grupo de Galois es S3 por ser A(g) ¢ Q.
Asi, sea E el cuerpo de descomposicion de g y K el de f, vemos que Q < F
es de Galois, por lo que aplicando un Teorema de teoria vemos que:

AutF(K)

Autp(K) - ute(E) = Sy

Con |S3| = 6, multiplo de 3, por lo que | Autz(K)| es multiplo de 3, por lo que
la tnica opcién es G = S,. Asi, vemos que:
[K:F)=|G|=|S]=24=2°3

Tenemos la torre:
Q<Qa) <K

Sea L un cuerpo de forma que Q(a) < L con Q < L de Galois, tenemos
entonces que la extension es normal y « es una raiz de f = Irr(a, Q), por lo
que todas las raices de f deben estar en L, de donde tiene que ser entonces:

Qa) < KK L

Asi, tenemos que [L : Q] es multiplo de 3 por serlo [K : QJ, de donde [L : Q)
no puede ser una potencia de 2, luego a no es constructible.
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